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miembros de la Comision de Olimpiadas de la Sociedad Matematica Peruana,
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Nivel 1.

Considera un tablero de 25 casillas como el que se muestra en la figura.

En cada una de las casillas de la primera fila se escribe una letra A o una letra B y luego se
completa, con letras, de acuerdo con la siguiente regla: si se eligen tres casillas
consecutivas de una fila entonces se escribe debajo de la casilla del centro la letra que
aparece mas veces en las 3 casillas escogidas. Por ejemplo, si se tiene:

Al B A
?

entonces en la casilla marcada con “?” se debe escribir la letra A. ;Cudl es la minima
cantidad de letras A que se debe escribir en la primera fila para asegurar que, en cualquier
orden en que estas se escriban, siempre se tenga una letra A en la casilla de la ultima fila?

(Jorge Tipe Villanueva)

Solucion
Vamos a demostrar que la minima cantidad de letras A necesaria es 8 y la demostracion
consta de 2 partes:

Si escribimos 8 letras A en cualquier orden en la primera fila garantizamos que en la
ultima casilla esté la letra A.
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En efecto, como hay solamente una letra B siempre que elijamos 3 casillas consecutivas en
la primera fila la letra A aparece mas veces, luego en la segunda fila todas son letras A y en
la tercera, cuarta y quinta. También todas son letras A, en particular, la Gltima casilla
también tiene una letra A.

Si escribimos menos de 8 letras A no garantizamos que la ultima sea también A.

Como tenemos menos de 8 letras A, tenemos al menos dos letras B. Enumeremos las
casillas de la primera fila con 1, 2, 3, ..., 9 y escribamos 2 letras, B en las casillas 5 y 6 (no
importa qué letras estén en las otras casillas) vamos a demostrar que con esta distribucion la
ultima casilla necesariamente es B y con esto habremos terminado esta parte de la
demostracion

S TN = (|
SERSIRSI--

Notamos que arriba de la casilla que tiene X, ya hay 2 B’s, esto garantiza que B aparezca
mas veces, luego x = B, andlogamente y = B. Como z, w tienen arriba dos letras B,
entonces z = w = B, siguiendo el mismo proceso tenemos p = q = By, finalmente, r = B,
que era lo que queriamos probar.

Encuentra todos los enteros positivos n que tienen 12 divisores que cumplen las dos
condiciones siguientes:
Ordenados de menor a mayor son:
1=d <d,<dy;<d,<d;<d;<d; <dy<d,<d,,<d, <d,=n
ds + ds =14.
(John Cuya Barrios)

Solucion
Tengamos en cuenta lo siguiente

d, 23, ya que es mayor que otros dos niimeros.
d. —d., 23, ya que otros dos nimeros estan entre ellos.
6 3

n tiene como maximo 3 divisores primos, ya que de lo contrario, si tuviese 4 divisores
primos o mas, tendria 16 divisores o mas.

Entonces las soluciones de d; + ds = 14 son

(@) d3=3,ds= 11
(b) d3=4, d6=10
(C) d3=5,d6=9
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En todos los casos d; = 1, en el caso (a) d, = 2, entonces 6 es divisor de n, luego uno de d4 6
ds es 6 y el otro tiene que ser compuesto puesto que n ya tiene 3 divisores primos y no
puede tener mas, entonces ds =4, ds =6 6 dy =6,ds =9, de donde n = 2°3.11=1326n=
2.3%.11=198.

En el caso (b) 2 y 5 son divisores de n, ya que 10 lo es, entonces d, =2 yds =5. ni 6 ni 9
son divisores de 7 ya que 3 no lo es, entonces ds = 7 0 8, si ds = 7, entonces n = 2257 =
140; si ds = 8, los tnicos factores de n son 2 y 5, entonces n = 2°.5=160 6 n=2°.5*=200.
En el caso (c) d, = 3, entonces ni 6 ni 8 pueden ser divisores de n, entonces no hay valores
para ds y ds.

Por lo tanto, los valores que puede tomar »n son 132, 140, 160, 198 y 200.

Sea T un conjunto formado por enteros positivos que tiene la siguiente propiedad: si x, y
son elementos distintos de T, con x > y, entonces x — y tiene todos sus digitos en el
conjunto {2; 3; 6; 9}.
(Cual es la mayor cantidad de elementos que puede tener T?

(Jorge Tipe Villanueva)

Solucion
Vamos a demostrar que la méxima cantidad es 5 y la demostracion consta de 2 partes

Dar un ejemplo de un conjunto T con 5 elementos que cumpla la propiedad
mencionada
Basta tomar T = {1, 4, 7, 10, 33} pues las diferencias son:
4-1=3, 7-1=6, 10-1=9, 33 -1=32,
7-4=3, 10—-4=06, 33-4=29,
10-7=3, 33-7=26,
33-10=23,
y notamos que todas las diferencias tienen sus digitos en el conjunto {2, 3, 6, 9}.

Demostrar que si un conjunto T tiene 6 o mas elementos entonces no tiene la
propiedad mencionada.

En efecto, si tuviera mas de 5 elementos, por el Principio de Casillas, habria 2 de ellos que
dejan el mismo resto al ser divididos por 5 (son 5 restos posibles), denotemos con m y n a
estos niimeros y supongamos, sin pérdida de generalidad que m > n, con esto 5 | m — n, es
decir el tltimo digito de (m—n) es 0 6 5, lo cual no es posible pues ninguno de ellos esta en
el conjunto {2, 3, 6, 9}.

Un tablero se denomina “completable” si es posible escribir en cada una de sus casillas un
entero positivo de acuerdo con las siguientes reglas:

En cada columna, el nimero de cada casilla es menor o igual que el nimero de cualquier
casilla superior

En cada fila, el nimero de cada casilla es menor o igual que el nimero de cualquier casilla
a su derecha.

Para dos cuadrados cualesquiera de cuatro casillas cada uno, si R es la suma de los nimeros
escritos en uno de ellos y S es la suma de los nimeros escritos en el otro entonces R#S.
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(Analiza si los siguientes tableros son completables.

@ (I
(John Cuya Barrios)

Solucion

(a) Por las condiciones del problema se tiene que en cada casilla s6lo se puede escribir
alguno de los numeros 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 6 9, entonces el valor que puede tomar la
suma de los niimeros escritos en un cuadrado de 2 x 2 es mayor o igual que 4 y menor o
igual que 36, entonces la cantidad de valores distintos que puede tomar la suma de los
niameros escritos en un cuadrado de 2 x 2 es como maximo 33 (desde el 4 al 36
inclusive), pero la cantidad de cuadrados de 2 x 2 es igual a 36, ya que se puede calcular
como la cantidad de centros

Por lo tanto la suma de los 4 nimeros escritos en cada cuadrado de 2 x 2 no puede ser
diferente.

(b) Por las condiciones del problema se tiene que en cada casilla s6lo se puede escribir
alguno de los numeros 1, 2, 3, 4, 5, 6 6 7. En este caso el llenado del tablero es posible:

== NN
—_— = NN BB
NN W K[ wu N
N WKWV D
E N SN e e RN R RN
N e e N N N

Comision de Olimpiadas de la Sociedad Matematica Peruana



b)

Cuarta Fase, ONEM 2006 5

Nivel 2.

Sea x un entero positivo tal que los nimeros 6x + 1, 7x + 4 y 8x + 9 son todos cuadrados
perfectos. Prueba que x es multiplo de 20.
(Claudio Espinoza Chogqqepura)

Solucion
Tenemos que 6x + 1, 7x + 4 y 8x + 9 son cuadrados perfectos, para probar que 20 | x, basta
con probar que 4 | xy 5 | x.

X =0 (mod 4)
Para probar esto vamos a proceder por contradiccion,
Si x =0 (mod 4) entonces x es congruente con 1,2, 6 3.

Si x=1(mod4) = 6x+1 =3 (mod4) (=0)
Si x=2(mod4) = 7x+4 =2 (mod4) (=0)
Si x=3(mod4) = 6x+1 =3 (mod4) (=0)

Las contradicciones provienen del hecho que los cuadrados perfectos son congruentes a 0 6
1 moédulo 4 Unicamente. Como hemos llegado a contradicciones en los tres casos,
concluimos que x =0 (mod 4).

X =0 (mod 5)
Ya sabemos por a) que X es par, por contradiccion también, si X =0 (mod ) = x =0 (mod 10)
y como X es par = X =2 (mod 10), x =4 (mod 10), x =6 (mod 10) 6 x =8 (mod 10).
Si x=2(mod 10) = 6x+1 =3 (mod 10) =0)
Si x=4(mod 10) = 7x+4 =2 (mod 10) =0)
Si x=6(mod 10) = 6x+1 =7 (mod 10) =0)
Si x=8(mod 10) = 8x+9 =3 (mod 10) =0)
Las contradicciones provienen del hecho que los cuadrados perfectos son congruentes a 0, 1, 4,

9, 6, 6 5 modulo 10 tnicamente. Como en los 4 casos llegamos a contradicciones concluimos
que x =0 (mod 5).

De a) y b) tenemos que 20 | x.

Observacion: El minimo entero positivo x que hace que 6x + 1, 7x + 1 y 8x + 9 sean
cuadrados perfectos es x =20, pues 6 [0+ 1 =11% 720+ 4=12> y8 [R0+9=13%

Halla todos los polinomios no nulos P(x) y Q(x) tales que P(Q(x))=P(x) [D(x), para todo
namero real x.
(Claudio Espinoza Chogqqepura)

Solucion
Como P(x) y Q(x) son polinomios no nulos, podemos escribir:
P(x) = amx"+ ... +ax’ m=0, a,Zz0
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Q(x) = bux"+... +bx” ; n=0 b,Z0
= [P(Q(x))10 = [P(x) Q)]
mn=m+n = m-1)(n-1)=1

>m=2yn=2 U m=0yn=0.
ler Caso: m=2, n=2

P(x) = ax” + bx + ¢; Q(x) = mx” + nx + p;
am#z0

coef. princ. [P(x) Q(x)] = coef. princ. [P(Q(x))]
= am = am’

Comoa, m#0 = m=1

= Gx)=x"+nx+p

* Si P(x) fuese monico, es deciraa = 1.

(xX*+bx+c)(xX+nx+p)=x+nx+p) +bx*+nx+p)+c

xX*+(b+n)x’+ (p+bn+c)x’+ (cn+pb)x+Pc=x"+2nx+(2p+n*+b)x*+(2pn+
bn) x + p>+bp +c.

Igualando coeficientes:

b+n=2n ;  cn+pb=2pn+bn

ptbn+c=2p+n*+b . pc=p +bp+c

= b=n = p+b(()+tc=2p+b2+b
P+b = pcp(ptb)+c

= c=0 = p=-b

= Px) = x+bx , QXx)=x"+bx—b

Mediante un simple reemplazo es facil ver que todos los polinomios de esta forma cumplen
la ecuacion.

* Si P(x) no fuese monico, sea
P(x)=ax’ +bx + ¢ ;  considero

b c -
Pi(x)=x>+ —x+ — monico
a

Por hipdtesis P(x) Q(x) = P(Q(x))
; ((ax* + bx + ©) Q%) = (a Q¥(x) + b Q(x) +©), ;

o3+ :x—i—c) Qx) = Q*(x) + 2 Qx) + 2
= P1(x) Q(x) = P1(Q(x)), Ux [

Por lo resuelto anteriormente, [b [ tal que
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Pix)=x"+bx , Qx)=x"+bx—b
= P(x) =ax’ +bax , Q(x)=x"+bx—b,
Por lo tanto, todos los pares de polinomios que cumplen son: P(x)=ax*+bax,
Q(x)=x"tbx-b  [a,b 0O,a%0

2do Caso: m=0 n=0

= P(x)=a , Qx)=b , abz0

= ab=a = b=1

= P(x)=a , az0 y Qx) =1, Ux O

. Encuentra todos los pares de enteros positivos (a, b) tales que a° + a + 2b y b° + b + 2a
sean cuadrados perfectos.
(John Cuya Barrios)

Solucion
Sean m y n enteros positivos tales que a’> +a +2b =m* y b> +b+2a =n’, entonces se tiene
quem>ayn>bom=2a+lyn=2b+l.

Sim=a+2yn=2b+2,entonces m>=a’ +4a+4 y n* =2b”> +4b +4, luego
m’ +n’> = (a’ +4a +4) +(b* +4b +4)
(a* +a+2b) +(b* +b +2a) 2(a’ +4a +4) Hb*> +4b +)
0=2a+b+8.
Llegamos a una contradiccidon, entonces se cumple una de las igualdades m=a+1 6
n=b+l1.

Sea sin pérdida de generalidad m=a+1, entonces a’+a+2b=(a+1)*, 2b=a+l,
reemplazando en b° +b +2a =n>, se tiene que

b>+b+2(2b-1) =n’

b>+5b-2=n’
4b> +20b -8 =4n’
(2b+5)* =33 =(2n)*
(2b+5)* —(2n)* =33
(2b+5+2n)(2b +5 —2n) =33

Entonces 2b+5+2n =33 y 2b+5-2n=1 06 2b+5+2n =11 y 2b+5-2n =3, de donde
se obtienen las soluciones b =6, n =8 y b = 1, n = 2. Finalmente las soluciones son (a, b) =
(1, 1), (6, 11) y (11, 6).

. En una secuencia de 900 términos, donde cada uno vale 1, 2 6 3, se cumple que en 5
términos consecutivos cualesquiera hay por lo menos un 1, en 4 términos consecutivos
cualesquiera hay por lo menos un 2 y en 3 términos consecutivos cualesquiera hay por lo
menos un 3. ;Cudl es la mayor cantidad de unos que puede tener la secuencia?

(John Cuya Barrios)
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Solucion:
Primero probaremos lo siguiente

* En 8 términos consecutivos cualesquiera, donde ninguno de ellos es un extremo, hay
como maximo tres 1’s.

Supongamos entre en 8 términos consecutivos, donde ninguno de ellos es un extremo, la
cantidad de 1’s es mayor o igual que 4, entonces la cantidad de 2’s mas la cantidad de 3’s
es menor o igual que 4, pero entre los primeros 4 términos hay por lo menos un 2 y entre
los ultimos 4 términos hay un 2, entonces hay por lo menos dos 2’s y del mismo modo se
puede obtener que hay por lo menos dos 3’s, entonces la cantidad de 2’s es 2 y la cantidad
de 3’s es 2, exactamente.

Luego los dos términos iguales a 3 sdlo se pueden ubicar de la siguiente forma

x [ [3] | [3] [ ]y

Los términos “X” e “Y” deben ser iguales a 3, ya que en cualesquiera 3 términos
consecutivos debe haber por lo menos un 3.

3/A[A]3|B|B[3]cC]|C]|3

Ademas como en cualesquiera 4 términos consecutivos debe haber por lo menos un 2,
entonces uno de los términos “A” debe ser 2, uno de los términos “B” debe ser 2 y uno de
los términos “C” debe ser 2, entonces la cantidad de 2’s mas la cantidad de 3’s es por lo
menos 5, contradiccion.

Entonces, en 8 términos consecutivos cualesquiera, donde ninguno de ellos es un extremo,
hay como maximo tres 1’s.

Luego los 900 términos, dejando de lado a los tres primeros y al Gltimo término, se pueden
dividir en 112 grupos de 8 términos consecutivos

xxxp | [P PPl xX

Entonces la mayor cantidad de unos es 2 + 112.3 + 1 = 339, ya que entre los tres primeros
hay por lo menos un 3, donde una secuencia posible es

P32 3]t [2]3]1 2321 ]3]1]2]3[1]...[1]1
(Repitiendo 111 veces el segundo grupo de 8)
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Nivel 3.

. Halla todos los valores enteros positivos que puede tomar 7 tal que
Cos(2x)=Cos"x - Sen"x
para todo nimero real x .
(Jorge Tipe Villanueva)
Solucion
Cos 2x = Cos"x — Sen"x, n 0Z".

Como es una identidad, haciendo x = % :
Cos@ = Cos" T —sen" ~ o S ﬁ
3 3 3

- 2" = 3" -

Sin fuera impar, entonces n =2k — 1, conk 0 Z".

k2 2k-1 B 3k
= 2*2 =37 -1 - 3= ez, 0Q

Que no es posible, pues ﬁ 0Q
Concluimos que n es par, sea n = 2m, entonces
22 = 3 =3 =] e 4" =2(3" = 1) ... (%)
4\ 4\°
Luego: 4"=23" -1)<2@B" = (3} <2< (3}

4 .\ ,
y COmo 3 > 1 entonces n <3 y como n es entero positivo, entonces n = 1 6 n = 2, notamos,

ademas que ambos valores son soluciones de (*). Luego,n=2 6 n =4.

Finalmente, basta verificar que n =2 y n = 4, hacen que
Cos 2x = Cos"x - Sen"x
sea una identidad.

En efecto: Cos 2x = Cos’x — Sen’x (Conocido)

y
Cos'x — Sen*x = (Cos’x + Sen’x) (Cos’x — Sen’x) = Cos’x — Sen’x = Cos2x.

. Halla todos los valores de k para los cuales es posible dividir cualquier region triangular en
k cuadrilateros de igual area.
(Jorge Tipe Villanueva)

Solucion 1
Demostraremos por induccion que para todo £ = 2 es posible tal division.
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Si k£ =2 : Dado el tridangulo ABC, sea N en AC tal que 2 AN=NC y sean P y Q los puntos

medios de NB y NC respectivamente.

Como PQ // BC entonces los triangulos NPQ y NBC son semejantes de razon 2, luego
[NBC]

=22 =4
[NPQO]
B
+ P
3S
2S S
A N Q C

Sea [NPQ]=S

Entonces [PBCQ]=3S y como 2AN=NC entonces [ABM]=2S. Con esto notamos que que
los cuadrilateros ABPQ y PBCQ tiene igual area, por lo tanto es posible dividir un
triangulo en dos cuadrilateros de igual area.

Si k=n , es decir, es posible dividir cualquier tridngulo en / cuadrilateros de igual area.

Se debe demostrar que es posible dividir un tridngulo en k=n+1 cuadrilateros de igual area.
Dado un tridangulo ABC escojamos P y Q en AB y BC respectivamente de manera que

AB _ CB _ Jn
PQ QB +n+l1

Luego existe S tal que [PBQ]=n S y [ABC]=(n+1)S, entonces [APQC] = S, por hipdtesis el
triangulo PBQ se puede dividir en n cuadrilateros de igual area y cada uno de ellos tiene
area S y considerando el cuadrilatero APQC hemos dividido el tridngulo ABC en n+1
cuadrilateros de igual drea. La induccion estd completa.

Solucion 2
Veremos tres casos:

. k=2 similar a la solucion 1.

. k=3 . Sea ABC un tridngulo cualquiera con baricentro G. Sean M, N y P los puntos medios
de los lados AB, BC y AC respectivamente. No es dificil probar que los cuadrilateros
AMGP, BNGM y PCNG tiene igual area.

k>3. Sea ABC un tridngulo cualquiera y A" y C’ son puntos sobre AB y BC
respectivamente tales que:

BA_BC'_3
BA BC Jk
[ABC] _3

Por teorema de Thales A'C’// AC y ademas

[A4BC] K~
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Sea 3S el area de [A'BC’], por el proceso anterior podemos dividir A'BC’" en 3
cuadrilateros de area S. Ahora dividimos cada uno de los segmentos A"C"y AC en k-3
segmentos de igual longitud. Sean A’=Py, Py, ..., Px3 =C” los puntos sobre A'C"y A=Qy,
Q], ceesy Qk-3:C.

AC

P,P1=PP; = ...= Pi4Py3= ——
1=P1P> k-4Pk3 —3

AC
QoQ1=Q1Q2 = ...= QuaQi3= m
El cuadrilatero Qi.;P;.1PiQ;i es un trapecio por ser por se A’C’ // AC cuya altura h es la
distancia entre A’C’ y AC. Su 4rea es
P_P+Q._0. A'C'+AC h
i-Pi-Pii:lll lll'h: .
[Qi1Pi1PiQi] 2 k=3

Por lo tanto los k-3 cuadrilateros formados Q;i;Pi.1P;iQ; tienen la misma area y esa area es
S.

. Un par (m, n) de enteros positivos se denomina “enlazado” sim divide a3n + 1 y n divide
a3m + 1. Sia, b, c son enteros positivos distintos tales que (a, b) y (b, c¢) son pares
enlazados, demuestra que el nimero 1 pertenece al conjunto {a, b, c/.

(Jorge Tipe Villanueva)

Solucion
Primero calculemos todos los pares tripticos (m,n) con m, n> 1.
Por hipdtesis 3m+1 oz, S+ Oz
m
N (Bm+1)(3n+1) _ 9mn+ 3(m+n)+1 A
mn mn

— 3(m+n) +1 O 7'

mn
Ademds m>1 yn>1 = (m-1)(n-1)>0
= mn>m+n-1 = mn=2m+n = m+n£1

mn
= 0< M < 3+ i < 4
mn mn

N 3(m+n)+1 (1,2,3)

mn
ler Caso: 3m+n)+1=mn = 10=mn-3m-3n+9
= (m_3) (1’1—3): 10 = (ma n) 0 {(45 13)5 (55 8)5 (87 5)7(1354)}

1 10

2 5

5 2
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10 1
2do Caso: 3(m+n)+ 1=2mn = I1=4mn—-6m—6n+9
= 2m-3)(2n-3)=11 = (m,n) O {(2,7), (7, 2)}
©
der Caso: 3(m+n)+1=3mn = I1=30mn—-m —n) (=)

Los tnicos pares tripticos (m,n) com m, n > 1 son:

{(2,7),(7,2), (4,13),(13,4),(5,8), (8,5} =A

Hipotesis auxiliar: 1 [J {a, b, c}

= (a,b) DA y (b,c) OA.

Ademés como a # ¢, los pares no pueden ser simétricos. Esto significa que b pertenece
exactamente a dos pares distintos, pero no en dos conjuntos de la coleccion {2, 7}, {4, 13},

{5, 8} que tengan un elemento en comun. (=[] )
Debe ocurrir que 1 [ {a, b, c}.

. En cada una de las casillas de un tablero de n x n , con n > 3, se escribe un nimero entero

positivo de tal modo que el valor absoluto de la diferencia de los numeros escritos en dos
casillas vecinas cualesquiera es menor o igual que 2 (dos casillas vecinas son aquellas que
tienen un lado comun).
Muestra un tablero de 5x5 en el cual se hayan escrito 15 nimeros enteros distintos
siguiendo la regla indicada.
. Halla, en funcién de n, la méxima cantidad de nimeros distintos que puede tener el tablero
de n x n casillas.

(John Cuya Barrios)
Solucion

Parte a:

Un ejemplo es:

1]2 8
314 10
516 10 | 12
718 (10]12 | 14
819 |11 13|15
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Parte b:
Primero analicemos lo siguiente:

(I) Si A y B son dos numeros ubicados dentro de un rectangulo de m x p, que a la vez se
encuentra dentro del tablero de n x n, entonces |4 =B < 2(m+ p =2).

Esto se debe a que

X
X2

Xk | B

Si entre A y B estan los nimeros X, X», Xs,..., la maxima diferencia entre A y X;, X; y
Xa, X2y Xj,... es 2, de donde la maxima diferencia entre A y X, es 4, entre Ay X3 es 6,...,
entre A y Xy es 2k, entre A y B es 2(k + 1). El maximo valor de k es m + p — 3, y se da

cuando A y B se ubican en esquinas opuestas, por lo cual |4~ B/ <2(m+ p=2).

(IT) Como un caso particular de (I), si A y B son los extremos de un cuadrado de 2 x 2 (A <
B), entonces B— A < 4, y Si B - A =4, entonces los otros dos nimeros X e Y son iguales
yX=Y=A+2=B-2.

Al X
Y| B

Sean m y M el menor y mayor numero escrito en el tablero, entonces, por (I),
M —m <2(2n—-2)=4n-4, o sea la mayor cantidad de nimeros distintos que puede tener

el tablero es 4n — 3, ya que se da cuando aparecen todos los nimeros desde el m hasta el M,
inclusive.

Sea F(n) la maxima cantidad de nimeros distintos en el tablero de # x n.
Si F(n) =4n — 3, entonces M —m = 4n — 4, sea m = 1 (no afecta la generalidad de la

solucion), entonces M = 4n — 3 y como la diferencia entre estos nimeros es maxima, m y M
deben estar en esquinas opuestas.

1

X2
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Xn-2

4n-3

Por (II), se tiene que la maxima diferencia entre 1 y X, Xo y Xs,..., Xp2 y 4n — 3 es 4,
entonces X; =5, X =9,..., Xu2 = 4n — 7, y nuevamente por (II) se tendria que todos los
numeros escritos en el tablero son impares, lo cual nos daria en total s6lo 2n — 1 numeros
distintos.

Esto también nos dice que M — m no puede ser igual 4n — 3, si queremos hallar el maximo.
Si F(n) = 4n — 4, entonces M —m = 4n — 5, seam = 1, entonces M = 4n — 4 y como

esta diferencia sigue siendo maxima, estos nimeros tienen que estar ubicados en esquinas
opuestas y ademas tienen que estar todos los nimeros desde el 1 hasta el 4n — 4, inclusive.

1

X

X

Xn-2

4n-4

Del mismo modo se tiene que la méxima diferencia entre 1 y X, Xo y X3,..., Xn2 y 4n—3
es 4, pero en este caso una de la diferencias Xi;; — Xj es igual a 3, y todas las demés valen
4.

1 3 2k-1

2k-1 | ... | ... | 4k-3
2k+2n-2

... 4n-§ 4n-6
2k+2n-2 | ... | ... 4n-6 4n-4

Supongamos que X; = 4k — 3 y Xi:; = 4k (k=1). Como el 2 no aparece en el cuadrado
superior izquierdo (de k x k) y como tiene que estar de todas maneras, supongamos sin
perder generalidad que se encuentra en la zona naranja, entonces por (I) la diferencia entre
ese numero 2 y el nimero 2k + 21 — 2 es como maximo 2(n — 1),
2k +2n-2)-2<2(n-1)
k <1, entonces k= 1.

Del mismo modo tiene que estar el 4n — 3, supongamos sin perder generalidad que se

encuentra en la zona verde, entonces por (I) la diferencia entre ese nimero 4n — 3 y el
numero 2k — 1 es como maximo 2(n — 1),
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(4n-3)-k-1)<2(n-1)

n < k, contradiccion.

Entonces F(n) =4n — 5, y un ejemplo en funcion de » es

1 2 4 6 2n-8 2n-6 2n-4 2n-2

3 4 6 8 2n-6 2n-4 2n-2 2n

5 6 8 10 2n-4 2n-2 2n 2n+2

7 8 10 12 2n-2 2n 2n+2 | 2nt4
2n-7 2n-6 2n-4 2n-2 4n-16 | 4n-14 | 4n-12 | 4n-10
2n-5 2n-4 2n-2 2n 4n-14 | 4n-12 | 4n-10 | 4n-8
2n-3 2n-2 2n 2n+2 4n-12 | 4n-10 | 4n-8 4n-6
2n-2 2n-1 2n+1 2nt+3 4n-11 4n-9 4n-7 4n-5
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